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Abstract

This paper aims to estimate the value of a reinsurance contract from the cedent’s
point of view. The analysis is limited to the excess of loss reinsurance of the
Finnish statutory workers’ compensation insurance, but the method can be
applied more widely.

A Monte Carlo simulation of a hierarchical model is used to generate the distri-
bution of present value of a one-year total claim amount. Model parameters are
estimated based on data provided by Finnish Workers’ Compensation Center.
Mixed Poisson and mixed Pareto distributions are used to generate the num-
ber of claims and the claim severities respectively. The effect of discount rate is
estimated by splitting the severities into cash flows.

A reinsurance contract decreases both the expected total claim amount and
the cost of capital. The capital requirement is estimated as the VaRg 995 of
the simulated total claim amount, whereas the 6 % rate of return is based on
regulation.

The simulation yields distributions for the value of a contract for different rein-
surance limits. The value is shown to decrease quickly as the limit goes up.
Distributions for the reimbursement factor and conditional distributions given
the limit is exceeded are also presented. In addition, the model’s sensitivity to
different parameter and distribution choices is covered. It is worthy of note how
both the absolute and relative values of a contract decrease as the discount rate
goes up.
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Tiivistelma

Tasséd tyossé arvioidaan jélleenvakuutussopimuksen arvoa ensivakuuttajalle eri
omapidétystasoilla. Tarkastelu on rajattu suomalaisen tyotapaturmavakuutuk-
sen Excess of loss -jilleenvakuutukseen, mutta kuvattu menettely on sovelletta-
vissa laajemmin.

Menetelmédnd on Monte Carlo -simulaatio hierarkkiselle mallille, joka tuottaa
yhden vuoden suurvahinkojen korvausmenon nykyarvon jakauman. Mallin pa-
rametrit estimoidaan Tyotapaturmavakuutuskeskuksen koko toimialan katta-
van suurvahinkoaineiston perusteella. Simulaatiomallissa vuosittainen vahinko-
lukumadrd maaraytyy painotetun Poisson-jakauman perusteella ja yksittdisen
vahingon suuruus painotetun Pareto-jakauman perusteella. Mallissa pyritdéan
my6s huomioimaan kiytetyn diskonttokoron vaikutus jaksottamalla korvaus-
suoritteita yli ajan.

Jalleenvakuutussopimus hyodyttaé ensivakuuttajaa pienentamaélla yhtaalta kor-
vausmenoa ja toisaalta pddoman kustannusta. Padomavaadetta arvioidaan si-
muloidun jakauman perusteella VaRg 995 -luvulla, kun taas paddoman tuottovaa-
de 6 % perustuu sidantelyyn.

Tuloksena saadaan jélleenvakuutussopimuksen arvon jakaumia eri omapidéatys-
rajoille. Odotusarvomielessé jélleenvakuutussopimuksen arvo pienenee nopeasti
omapidatysrajan funktiona. Malli tuottaa myos voimaanpalautusmaksuun liit-
tyvén kertoimen jakauman ja sopimuksen arvon ehdollisen jakauman tilanteessa,
jossa omapidétysraja ylittyy. Lisdksi kdydaéan lapi simulaatiomallin herkkyytté
parametri- ja jakaumavalinnoille. Huomionarvoisin havainto on, kuinka jélleen-
vakuutussopimuksen arvo pienenee sekéd absoluuttisesti ettd suhteellisesti, kun
kéytetty diskonttokorko kasvaa.
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Merkintoja

A Parametrin o jakauma

« Pareto-jakauman muotoparametri

argmax f (o, x1,...,T,) Se muuttujan « arvo, joka maksimoi funktion f an-

* nettuna muiden muuttujien x; arvot
argmin f (a, z1,...,2,) Se muuttujan « arvo, joka minimoi funktion f annet-
: tuna muiden muuttujien x; arvot

By Yksittaisen vahingon korvaussuorite ¢t vuoden kuluttua sattumishetkesta

c Pareto-jakauman skaalaparametri (alaraja)

Cy Sattumisvuoden ¢ teoreettinen pienin vahinko aineistossa

E[¢] Satunnaismuuttujan £ odotusarvo

fp Geneerisen jakauman D todennikéisyysfunktio (pistetodennékoisyys-
tai tiheysfunktio)

K Ensivakuuttajan vuosittaista vahinkolukuméérad kuvaava satunnais-
muuttuja

K Koko toimialan vuosittaista vahinkolukuméardd kuvaava satunnais-
muuttuja

& Geneerinen satunnaismuuttuja

{;C ,é Estimaattoreita ja estimaatteja

£ Suureen £ nykyarvo

kuvp Jéalleenvakuutussopimuksen voimaanpalautusmaksun hinnoittelukerroin

L Parametrin A\ jakauma

A Poisson-jakauman intensiteettiparametri

r

g¢

Lattiaoperaattori, suurin korkeintaan luvun a suuruinen kokonaisluku
XL-jélleenvakuutussopimuksen omavastuuraja (omapidétysraja)
Jalleenvakuutussopimuksen hinta

Geneerisen joukon ) pienin luku

Ensivakuuttajan markkinaosuus

Péddoman kustannus

Diskonttokorko

Satunnaismuuttujan ¢ keskihajonta

Var [£], ag Satunnaismuuttujan £ varianssi

VaRy [£] Value at risk; luku, jota pienemmén arvon satunnaismuuttuja £ saa

w

todennakoisyydella 6

Eldkkeen maturiteetin T jakauma

w, w", w®, w' Estimointien painokertoimia



X Vuosittaista korvausmenoa kuvaava satunnaismuuttuja

X7V Jilleenvakuuttajan vastuulle XL-sopimuksen nojalla siirtyvé osuus vuo-
sittaisesta korvausmenosta

X°¥  Ensivakuuttajan vastuulle XL-sopimuksen nojalla jaédvé osuus vuosittai-
sesta korvausmenosta

XL Excess of loss, yksittdisylivahinkojalleenvakuutus

Z Yksittaisen vahingon suuruutta kuvaava satunnaismuuttuja

Z7v Jalleenvakuuttajan vastuulle XL-sopimuksen nojalla siirtyvéd osuus yk-
sittdisestd vahingosta

VAS Ensivakuuttajan vastuulle XL-sopimuksen nojalla jadva osuus yksittéai-
sestd vahingosta

Tyossd on pyritty kdyttamadn lahteen [1] kanssa yhdenmukaisia merkint6ja.
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1 Johdanto

Tyon tavoitteena on rakentaa kehikko jélleenvakuutusjirjestelyn arvon arvioi-
miseksi. Esimerkkitapaukseksi on valittu lakisddteisen tapaturmavakuutuksen
Excess of loss -jalleenvakuutus. Tapaturmavakuutuksesta on kéytettavissa Ta-
paturmavakuutuskeskuksen kokoama ja jésenyhtioilleen toimittama suurvahin-
koaineisto, jonka perusteella estimoidaan mallit vahinkotiheydelle ja vahingon
suuruudelle. Lisdksi muodostetaan yksinkertainen malli korvausmenon jaksot-
tamiseksi yli ajan. Nain voidaan arvioida jélleenvakuutussopimuksen arvoa kor-
vausmenon nykyarvon perusteella.

Suurvahinkoaineisto siséltdéd 256 nimellisarvoltaan 1,5 miljoonaa euroa ylittavasa
vahinkoa vuosilta 2000-2022. Koska aineisto on niukka ja pitkéltd ajalta ja
perustuu nimellisarvoihin, parametriestimointi ei ole aivan suoraviivaista.

Kiinnostuksen kohteena ei ole pelkédstddn sopimuksen arvo sindnséi, vaan myos
arvon herkkyys tehdyille parametri- ja jakaumaoletuksille.

Vakuutusyhtiolla voi olla jéalleenvakuuttamiselle toissijaisena motiivina myos
vuosittaisen korvausmenon vaihtelun pienentdminen riippumatta pddoman kus-
tannuksesta. Asiaa olisi mahdollista tutkia vertailemalla ensivakuuttajien mak-
suhalukkuutta mallin tuottamiin jalleenvakuutuksen arvoihin.

Myo6s kaytossd olevan padoman madrd voi asettaa vaatimuksia jéalleenvakuu-
tusjarjestelyn valinnalle.

Lakisdateinen tapaturmavakuutus ja sen jakojirjestelmd kdyddan lyhyesti 14-
pi kappaleessa 2. Kappaleessa 3 esitellddn korvauskassavirtaa koskevat yksin-
kertaistavat oletukset ja kidydéaan lapi kassavirtojen diskonttaus. Kappaleessa 4
kéasitellaan Excess of loss -jdlleenvakuutusta erityisesti siitd ndkokulmasta, ettéd
ensivakuuttajan vastuulle jadvat korvaussuoritukset ajoittuvat ennen jélleenva-
kuuttajan osuutta.

Kappaleessa 5 johdetaan jalleenvakuutussopimuksen arvo korvausmenon nyky-
arvon ja paddomavaateen avulla. Kappaleessa 6 esitelladn tyossa kiytetyt jakau-
mat, ja kappaleessa 7 kiydaan lapi tarkasteltava malli.

Kappaleessa 8 esitellddn estimointeihin kéytetty suurvahinkoaineisto, ja kap-
paleessa 9 kédydéddn lapi parametrien estimointi aineiston perusteella. Kéytetty
simulaatiomalli esitellddn kappaleessa 10, ja simulaatioiden tulokset on koottu
kappaleeseen 11. Kappale 12 on yhteenveto tyosta.

2 Lakisaateinen tapaturmavakuutus

Tyotapaturma- ja ammattitautilaki [2] velvoittaa tyonantajan vakuuttamaan
tyontekijat tytapaturmien ja ammattitautien varalta. Vastaavasti lakisdéateista
tapaturmavakuutusta harjoittavalla vakuutusyhtiolla on velvollisuus myontéaa
vakuutus. Vakuutus korvaa mm. tapaturmaelikkeité, sairaanhoidon ja kuntou-
tuksen kustannuksia, haittarahoja ja perhe-eldkkeita.

Laissa sdddetddn myos jakojarjestelmésté, josta maksetaan ansionmenetyskor-
vausten vuosittaiset indeksikorotukset. Liséksi yksittdisen vahingon korvausme-
non ylittdessd 75 miljoonaa euroa jakojirjestelmé korvaa ylittdvan osan. La-
kisdateistd tapaturmavakuutusta harjoittavat yhtiot kattavat jakojarjestelmén
kulut vakuutusmaksutulojensa suhteessa. Erityisesti siis inflaatioriski on ansion-
menetyskorvausten osalta tulevien vakuutuksenottajien kannettavana.



3 Korvauskassavirta ja diskonttaus

Tarkastellaan jatkossa yksinkertaistettua tilannetta, jossa korvaus koostuu ker-
taerdstd By hetkelld ¢ = 0 ja T > 0 vuotta kerran vuodessa maksettavasta
vakioeldkkeesta

B=B;=By=---= Brp.

T
T&ll6in vahingon nimellisarvoinen suuruus on Z = > B; = By + T'B.

i=0
Kun diskonttokorko on r > 0, hetkelld ¢ maksettavan erdn nykyarvo on (157;)“
joten eldkemuotoisen korvauksen nykyarvo on

T
_ B, B 1
7= "t _—By+=(1-—].
(1)t r( <1+r)T)

4 Excess of loss -jalleenvakuutus

Taméi kappale perustuu ldhteen [1, ss. 47-48] lisiiksi Keskindisen vakuutusyhtio
Fennian jilleenvakuutusjohtaja Oke Rautaheimolta saatuihin tietoihin.

Excess of loss (XL) on yleisesti kiytetty jalleenvakuutusjirjestely. XL-jalleenva-
kuutuksessa eli yksittdisylivahinkojilleenvakuutuksessa jilleenvakuuttaja ottaa
vastuulleen kustakin yksittdisestd vahingosta omavastuu- tai omapidétysrajan
M ylittdvan osan maksimikorvausméaarain M’ asti.

Erityisesti tyotapaturmavakuutuksessa on kaytossa edelld kuvattu jakojarjestel-
mi, joka rajoittaa korvausmenon suurvahinkorajaan M77 = 75 000 000 €, joten
maksimikorvausmadran ei ole jarkevad olla tdtd suurempi. Oletetaan jatkossa,
etti 0 < M < M' = M.

Kun yksittdisen vahingon suuruus on Z, ensivakuuttajan osuudeksi jaa
(4.1) Z° =min{Z, M}
ja jalleenvakuuttajan osuudeksi

(4.2) 7% =min {Z, M7} — Z°".

Tyypillisesti XL-jarjestelyissd sovitaan voimaanpalautusmaksusta, joka ensiva-
kuuttajan on maksettava jélleenvakuuttajalle rajan M ylittyessé, jotta jalleen-
vakuutussuoja pysyy voimassa sovitun kauden loppuun. Tavanomainen tapa
madrata voimaanpalautusmaksun suuruus on

Zv
Myp = Mkyp = Usyramny2
missd m on sopimuksen alkuperdinen hinta. On siis huomioitava, ettd hintaan
m hankitun jalleenvakuutussuojan todellinen hinta onkin (1 +> kf)p) m, missa
summa yli kauden vahinkojen voimaanpalautusmaksujen »_ ki, = 0 on stokas-
tinen. Ilmi6 korostuu, jos omapidatysraja on matala. Téssé tyossd ei rajoiteta
mahdollisten voimaanpalautusten lukumaéréa tai huomioida mahdollisia indek-

silausekkeita.

Liséksi on huomionarvoista, ettd eldketyyppisessé korvauksessa jalleenvakuutus-



raja ylittyy vasta, kun ensivakuuttajan osuus on maksettu korvauksensaajalle.
On tilanteita, joissa tdmé tapahtuu vasta vuosikymmenien paéstd, mikd pie-
nentdd jélleenvakuutussopimuksen vaikutusta ensivakuuttajan osuuden nykyar-
voon, kun diskonttokorko on positiivinen.

Taman huomioimiseksi muotoillaan yhtaloisté 4.1 ja 4.2 versiot kappaleessa 3
kuvatussa tilanteessa. Merkitddn katkaisuhetkié,

Tjp =min{T,min{t >0 | By +tB > M}}
ja y
Tj; :min{T,min{tzo | Bo—i—tBZM”}}.

Talloin ensivakuuttajan osuudeksi jaavét erat

ov
BOaBlv .. '7BT~ 71aBT- )

Jjv jv

missa
T]’.Ufl
ov __ . .
BT,-U = min { Br,,, M — g B;
i=0
ja jalleenvakuuttajan osuudeksi erét
Jv y Jv
Bij ) Bij+17 ceey BT-7-7—17 BT].J- )
missa
Jjv o _ ov
Bij - Bij - BTju
ja

T;;—1

B} =min{ By, M7 — E B;
i Ji
i=0

Néiden erien nykyarvot voidaan laskea kappaleessa 3 kuvatulla tavalla. Yhtalot
4.1 ja 4.2 saadaan erikoistapauksena asettamalla By = Z ja B = 0.

5 Jalleenvakuutussopimuksen arvo

Olkoon XL-sopimuksen katkaisuraja M, diskonttokorko r ja sattumisvuoden va-
hinkolukumaéara k. Merkitaédn diskontattua ensivakuuttajan osuutta kokonais-
korvausmenosta

XM, r) = Z9"(M,r) + Z3° (M, r) + -+ Z2° (M, r)
ja vastaavasti jalleenvakuuttajan osuutta
X9Y(M,r) = Z{"(M,7) + Z3" (M, 7) + - - - + Z]"(M, ).
Yksinkertaistetaan lisiksi merkintoja méaarittelemélla
X(r) = X (M, r),

eli jatkossa kokonaiskorvausmenon nykyarvo X (r) ei siséllé mahdollista jakojér-
jestelmén kattamaa osuutta, ja kaikilla 0 < M < M7 pitee

X(r) = X(M,r) + XI°(M,r).



Kéytetddn padomavaateena ensivakuuttajan kokonaiskorvausmenon nykyarvon
99,5 prosentin Value at Risk -lukua VaRg95 [X°°]. Télld tarkoitetaan yhden
vuoden diskontatun korvausmenojakauman sitd kohtaa, jonka alapuolella on
99,5 % todennédkoisyysmassasta [3, s. 391]. Havainnollisesti siis varaamalla t&-
man paddoman ensivakuuttaja joutuu odotusarvoisesti vararikkoon kerran 200
vuodessa. Niin laskettu padomavaade on turvaava yksinkertaistus.!

Kéaytetddn padoman kustannuksena sidéntelyn mukaista arvoa ¢ = 0,06 [4, ar-
tikla 39].

Tallgin sidotun padoman kustannus on ilman jalleenvakuutussopimusta
qVaRo 995 [X (7)]
ja jalleenvakuutussopimuksen ollessa voimassa
anR0’995 [XOU(M7 ’I’)] .

Nainollen yksittéiselle sattumisvuodelle ¢ jalleenvakuutussopimuksen arvo on
VYI'(M, ’I“) = Xi]U(M, 7“) +4q (VaR0,995 [X(?“)] — VaR0,995 [XOU(M, 7“)]) .
Téassd vain summan ensimméinen termi on yksittéiselle sattumisvuodelle sto-

kastinen.
6 Eraitid jakaumia

Taulukossa 1 on esitetty téssi tyossa kdytetyt todennékoisyysjakaumat [1, ss. 9—
24].

Jakauma Merkintd Todennikoisyysfunktio Parametrit
ar muoto r > 0,
Gamma  I'(r,j) f(z) = T e Prgr=1 intensiteetti 5 > 0,
(r) L(r)= [, e u" " du
(z—p)?
. 1 —— keskiarvo p
2 — 202 ’
Normaall N(u.0%)  flo) = 7o==ge 27 keskihajonta o > 0
oc® K S ¢ 0
Pareto Pareto(a,¢) f(x) = zotl mrse  muotoa > d,
0 muuten skaala ¢ > 0
)\k
Poisson  Poisson(\)  p(k) = e”\ﬁ intensiteetti A > 0

lukumééra n > 0,

Binomi  Bin(n, p) p(k) = ()p* (1 —p)"* todennikoisyys p > 0

Taulukko 1: Ty6ssé sovellettujen jakaumien tiheys- tai pistetodennékoéisyysfunk-
tiot parametreineen.

1T4ss4 tarkasteltu kokonaiskorvausmeno on yksi komponentti méasritettiessa yhtion koko-
naispadomavaadetta. Kokonaispddomavaadetta méaritettidessd saadaan hajautushyotya paé-
omavaadetta aiheuttavien komponenttien vililla.



Téssé tyossa suurvahinkojen suuruuden jakaumana kiytetty Pareto-jakauma on
esimerkki paksuhdntdisestd jakaumasta: hintdtodenndkoisyys P(X > z) = (i)a
on muuttujan x riittdvén suurilla arvoilla intensiteetistd A > 0 riippumatta suu-
rempi kuin rajatapauksena pidetylld eksponenttijakaumalla, jolla P(X > z) =
e~ [5, mukaillen s. 5]. Havainnollisesti siis paksuhintiinen jakauma tuottaa
enemman suuria arvoja. Sopivilla parametrivalinnoilla momentit ovat déaretto-
mié (Pareto-jakaumalla niin kiy keskiarvolle, kun o < 1, ja keskihajonnalle, kun
a < 2, jolloin vaikkapa keskeisen raja-arvolauseen oletukset eivit ole voimas-
sa). Muut tyossd sovelletut jakaumat ovat ohuthdntdisia. Tyossi sovellettujen

jatkuvien jakaumien hantid on havainnollistettu kuvassa 1.

3.0 4 1.00 A
2.5
= 0.99 1
2.0
0.98 4
y
0.97
—— Gammajakauma
0.96 1 —— Normaalijakauma
Pareto-jakauma
0.95 — Eksponenttijakauma
2 3 4 5 6
T Keskihajontoja keskiarvon yldpuolella

Kuva 1: Gamma-, normaali-, eksponentti- ja Pareto-jakaumien tiheysfuntiot ja
kertyméfunktiot hannéssé. Valittu Pareto-jakauman parametreiksi c = 1 ja a =
3 ja asetettu gamma- ja normaalijakaumille sama keskiarvo (1,5) ja keskihajonta
(0,87) kuin Pareto-jakaumalla.

Olkoot & > xg > c. Jos satunnaismuuttuja X noudattaa Pareto(a, ¢)-jakaumaa,
ehdolliselle todennékoisyydelle pétee

_PX>zjaX>z) PX>z) (i)a _(T0\®
PIX>z|X >m)= DX > 7o) - _P(X>x0)_<c)“_( 0) )

Zo

eli X|(X > xg) ~ Pareto(a, zg). Erityisesti muotoparametri « séilyy samana,
vaikka tarkasteltaisiin vain Pareto-jakauman hédntéé. Liséksi on huomionarvois-
ta, ettd jos satunnaismuuttuja X noudattaa Pareto(c, ¢)-jakaumaa, niin Iln %
noudattaa eksponenttijakaumaa intensiteetilla o, koska

P(lnﬁ > ) =P(X > ce®) = (L)a =e °%.

c ce*

Jos tunnetaan gamma-jakauman keskiarvo u ja keskihajonta o, voidaan ratkais-
ta

6.1 .
(6.1) e
0-2

Olkoon yhtién markkinaosuus p. Téalloin yhtién vahinkolukumé&ard saadaan



hierarkkisesta mallista, jossa satunnaismuuttuja K ~ Poisson(\) tuottaa
koko markkinan vahinkolukumééran s ja tdmén jidlkeen satunnaismuuttuja
K ~ Bin(k,p) tuottaa yhtickohtaisen vahinkolukumé&érin k. Kyse on toisto-
kokeesta, jossa yksittdinen vahinko osuu yhtion kantaan todennékoisyydella p.
Té&lloin

P(K = k) = i::kP(K:kHC:Fa)P(IC:n)

_ & # e AN = P —p) T
= X o e = e X

e*/\(p)\)ke/\(l_p) R (p)\)k
k! k!

eli K ~ Poisson(p)).

7 Tarkasteltava malli

Tyo6n tavoitteena on arvioida yhden vuoden suurvahinkojakaumaa ja sen perus-
teella jalleenvakuutussopimuksen arvoa. Simulaatio rakentuu kolmesta hierark-
kisesta mallista’:

1. Malli vahinkojen lukumééarélle: ensin jakauma L tuottaa parametrin \; ja
sitten Poisson(pA;)-jakauma tuottaa vahinkolukuméirian K.

2. Malli yksittdisen vahingon suuruudelle eli severiteetille: ensin jakauma A
tuottaa parametrin «;; ja sitten Pareto(w;, ¢)-jakauma tuottaa severitee-
tin ZZJ

3. Malli severiteetin Z;; jaksottamiseksi kassavirroiksi By, B, ..., Br: Ensin

allokoidaan vakio-osuus severiteetistd hetkelle ¢ = 0. Sitten jakauma W
tuottaa keston T, ja loput severiteetisté jaetaan tasan hetkillet =1,...,7T.

Lyhyt johdanto hierarkkisiin malleihin 16ytyy ldhteesté [6, s. 1-3]. Tadmén tyon
puitteissa riittdd hahmottaa, ettd simulaatioon tuotetaan lisdé variaatiota olet-
tamalla, ettd parametrit A\ ja a generoituvat tietyistd priorijakaumista L ja
A, sen sijaan, ettd kaytettiisiin piste-estimaatteja. Priorijakaumina téssé tyos-
sa kédytetadn gamma- ja normaalijakaumia. Vastaavasti painotettuja jakaumia
kutsutaan posteriorijakaumiksi, kun priorijakaumat on kiinnitetty.

Tasméllisesti siis vaikkapa koko markkinan vahinkolukuméédréin I ajatellaan
noudattavan painotettua Poisson-jakaumaa, eli

o0 AH
(7.1) P(K =k) = /e*’\FfL(/\)dA,
/ !
kun k € 0,1,2,... [1, soveltaen s. 15]. Kanoninen valinta seké jakaumaksi L et-

téd A on juuri gamma-jakauma (bayesildisen pédittelyn kielelli gamma-jakauma

IMalli siséltdsa implisiittisen oletuksen, etts ensivakuuttajan portfolio on koko markkina
pienoiskoossa. Todellisuudessa esimerkiksi toimialajakauma voi poiketa kansallisesta, miké
vaikuttaa siihen, ovatko edempéni johdettavat parametriestimaatit kayttokelpoisia. Toimia-
lakohtainen suurvahinkotilasto ei havaintojen vihyyden vuoksi olisi sellaisenaan hyédyllinen,
mutta toimialojen eroja vahinkotiheydesséd olisi mahdollista arvioida ensivakuuttajan oman
kannan pienemmistéd vahingoista. Samoin severitettien jakauman A voisi kuvitella eroavan
toimialojen vélilla erilaisista palkkajakaumista johtuen.



on Poisson- ja Pareto-jakaumien konjugaattipriori). Poisson-jakauman kohdal-
la valinnan taustalla on se, ettd télloin pistetodennékoisyys 7.1 on esitettéavissé
suljetussa muodossa, joka vieldpé sievenee negatiivisen binomijakauman piste-
todennékoisyydeksi [1, ss. 16-17].

Mainitun sievennyksen sijaan téssa tyosséa on valittu lahestymistavaksi estimoida
ensin parametrien A ja o odotusarvot ja keskihajonnat ja kiinnittdd jakaumat
L ja A vasta simulointivaiheessa. Syyné on ennen kaikkea pyrkimys siilyttaa
simulaatio mahdollisimman modulaarisena, mikd mahdollistaa vaikkapa juuri
néiden jakaumavalintojen vaikutusten kvantifioimisen.

Yleisesti peruste kayttaa painotettuja jakaumia on se, ettei ilmié noudata sel-
laisenaan painottamatonta jakaumaa. Vaikkapa Poisson-jakauman varianssi on
sama kuin sen odotusarvo, mutta téssi tyossa tarkasteltavan aineiston varianssi
on aineiston keskiarvoa suurempi.

Koska Poisson(pA)-jakauman ensimmaéinen keskusmomentti on

el k
o= Zkefp)\(pA) =p/\

Pt k!
ja toinen
pe = kzefmi(pk,) =pA+ (PN,
k=0 )

satunnaismuuttujan K odotusarvo on

k=0

Bl = 55k Ten @ f(i*k( )>fL<>
— T pAfL (AN = B [pI]
0

ja vastaavasti
E[K? =E[pL] + E [(pL)ﬂ .

T4lloin varianssiksi saadaan

Var [K] = B [K?] - B[K]? = E[pL] + E [(pL)ﬂ —E[pL?
= E[pL] + Var [pL] = pE[L] + p* Var [L]

[7, soveltaen ss. 64-65]. Erityisesti asettamalla p = 1 saadaan priorijakauman
varianssiksi

(7.2) Var [L] = Var [K] — E[L] = Var [K] - E[K].

Painotettu Pareto-jakauma ei kayttaydy yhté siististi: priorijakauman varians-
sin kasvaessa posteriorijakauman varianssin lisdksi myos sen odotusarvo kas-

vaa.l

Eldkkeen maturiteetti T' on mallissa stokastinen vain siind mielessé, etté se vai-
kuttaa korvausmenon jaksottumiseen yli ajan. Realistisemmassa mallissa tuo-
tettaisiin ensin severiteetin sijaan yksittdinen elakesuoritus B sopivasta jakau-

1Lahteesss [8] on johdettu posteriorijakauman lauseke tilanteessa, jossa priorijakaumana
L on gammajakauma, ja todettu, etteivit posteriorijakauman keskiarvo tai keskihajonta ole
ddrellisind olemassa ilman vahinkojen katkaisua (vrt. tdssi ylaraja MJI7).



masta ja sitten kuolevuusmallin perusteella maturiteetti 7. Taméa edellyttéi-
si kuitenkin aineistosta puuttuvia iki- ja lukumaééritietoja korvauksensaajista.
Téassé tyossa tavoitteena onkin vain karkea arvio diskonttokoron vaikutuksesta.

Téassé tyossd markkinaosuus p on vakio, mutta se olisi muutettavissa stokasti-
seksi parametrien A ja o tavoin.

8 Aineisto

Aineistona on kéytetty Tapaturmavakuutuskeskuksen jasenyhtitilleen toimitta-
maa suurvahinkotilastoa, joka kattaa sattumisvuodesta 2000 alkaen kaikki j&-
senyhtidille ilmoitetut tyétapaturmavahingot, joiden diskonttaamaton odotettu
korvausmeno on yli 1,5 miljoonaa euroa. Vahingoista on tilastoitu sattumisvuo-
si, tyyppi (ammattitauti, ty6-, tydmatka- tai vapaa-ajan tapaturma), osallisten
lukumaéaéara, mahdollisten kuolleiden lukumaéara, maksetut korvaukset ja odotet-
tavissa olevat tulevat korvaukset sekd summattuna ettad vuositasoisena korvaus-
summana.

Kéytetddn tuoreinta suurvahinkotilastoa vuodelta 2023. Kéytosséd on tilastot
my0s aiemmilta vuosilta 2021 ja 2022, joiden perusteella voidaan arvioida va-
hinkojen selvidmistéd: Ensinndkin vahinkojen tietoontulossa on viivetta. Toiseksi
tietoontulleen vahingon odotettu korvausmeno tarkentuu esimerkiksi sen mu-
kaan, onnistuuko kuntoutus tai kouluttautuminen uuteen ammattiin. Vahen-
netddn néiden viiveiden vaikutusta jattdmélla huomioimatta aineiston kolme
viimeisintd vuotta. Poistetaan lisiksi aineistosta vapaa-ajan tapaturmavahin-
got, koska ne korvataan vapaaehtoisesta vapaa-ajan tapaturmavakuutuksesta.
Naiden rajausten jéalkeen kaytossd on 247 suurvahinkoa vuosilta 2000-2019.

9 Parametrien estimointi

Aineiston késittelyssa on kaksi oleellista haastetta, joiden seurauksena yksittéi-
sille havainnoille halutaan antaa mallinnuksissa yksil6lliset painokertoimet.

Ensinnékin koska seké vahinkolukumééra ettd severiteetti muuttuvat ajassa, on
tarve painottaa mallinnuksissa tuoreempia havaintovuosia. Valitaan painoker-
toimiksi

wh = e,

missé v on tarkasteluvuoden ja sattumisvuoden erotus. Kéytetddn parametriar-
voa! v = 0,1. Havainnollisesti till6in havainnon painoarvo pienenee noin 10 %
jokaista vuotta kohti, joka sen sattumisesta on kulunut.

Toinen mallinnushaaste — jatkossa leikkautumisongelma — on seurausta siité, et-
td aineistoon on koottu vahinkoja, jotka on arvioitu yli 1,5 miljoonan euron
suuruisiksi. Ansionmenetyskorvauksen tason maarad vahingonkérsineen ansio-
taso vahingon sattumishetkelld, joten severiteetit voidan muuttaa vuoden 2023
tasoon ansiotasoindeksin [9] avulla. T4lléin on huomionarvoista, etteivit eri vuo-
sien vahingot voi olla peréisin samasta jakaumasta: nykyarvoltaan vaikkapa alle
kahden miljoonan euron vahinko voi esiintya vasta vuodesta 2010 alkaen. Ku-
vassa 2 on esitetty ansiotasoindeksin kehitys ja nimellisarvoltaan 1,5 miljoonan
euron alarajan nykyarvo.

1Kyseessé on hyperparametri, joka on mahdollista optimoida sopivasti valittu tappiofunk-
tio minimoimalla joko tarkasteltavan tai sitd laajemman, ensivakuuttajan kaikki vahingot
siséltdvan aineiston perusteella.
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Kuva 2: Ansiotasoindeksin kehitys ja aineiston sattumisvuosittaiset teoreettiset
pienimmaét vahingot vuoden 2023 tasossa.

9.1 Parametri o

Parametrin o = E [A] estimoinnissa edelld kuvattu aineiston leikkautumisongel-
ma voidaan ratkaista lisddmaélla pienten vahinkojen painoa sen mukaan, kuinka
monen tarkasteluvuoden alarajan alle vahingon suuruus jaa. Téalloin siis vaik-
kapa tasan kahden miljoonan suuruinen vahinko saa painokertoimen w® = 2,
koska se alittaa sattumisvuosien 2000-2009 alarajat. Vastaavasti yli 2,85 miljoo-
nan suuruisten vahinkojen painoksi ja&d w® = 1 ja alle 1,74 miljoonan suuruisten
vahinkojen paino on suurin mahdollinen, w® = 20. Tasméllisesti siis vahingon
Z; paino on
20
i 2019 ’

20— > lyzcepy
t=2000

missé ¢; on vuoden t alaraja. Taméan jélkeen estimoinnissa havainnon 4 moni-
kertoja siséllytetddn mallinnusaineistoon |wi + %j kappaletta.

Kun alaraja ¢ on tunnettu, parametrin a suurimman uskottavuuden estimaatti
on

[10, s. 203]. Estimaatilla & on useita hyvid ominaisuuksia: sen harha n/(n — 1)
on pieni ja helposti korjattavissa, ja sen varianssi on pieni, suuruusluokkaa %2
[5, s. 196].

Havainnon yksil6llinen paino on mahdollista huomioida muokkaamalla uskotta-

vuusfunktio
n

‘C(Za a) = H fPareto(Zi; Q, C)
i=1
muotoon

,th(z, OZ) = H fPareto(Zi; «, C)w£7

i=1



jolloin painotettu suurimman uskottavuuden estimaatti on

> wf
(91) 64t11;mle = argmax ‘th(zv a) ~ - '
o > wlin %
=1

Toinen tapa huomioida havaintojen yksilolliset painot parametrin « estimoin-
nissa on kayttdd pienimmaén nelibsumman menetelméé: koska Pareto-jakauman
kertymafunktio on

F(z)=P(Z<z)=1— (g)“

kun z > ¢,
In(l1—F(2)) =a(lnc—1Inz).

Korvaamalla F(z) empiiriselld kertymillat

2 Ley<a)
F(ZZ) = =

n+1

voidaan estimoida a kulmakertoimena lineaariselle mallille, jossa vastemuuttu-
jana on y; = In(1 — F(z;)) ja selittivind muuttujana on z; = (Inc — In z;). Kiy-
tdnnossa empiirinen kertymaé saadaan aineiston rivinumeroista, kun havainnot
z; on jarjestetty pienimmastd suurimpaan ja riveji on monistettu painojen w?®
mukaisesti. Tall6in painotetun pienimmén nelibsumman mukainen estimaatti
parametrille o on

O . 2
Qs = arg min w; (y; —ax;)” =

« i=1

@
Il
-

)

Valitsemalla pienimmén neliGsumman painoiksi

lineaarisen regression tuottama parametrin « estimaatti on asymptoottisesti (eli
otoskoon kasvaessa rajatta) sama kuin parametrin o suurimman uskottavuuden
estimaatti [5, s. 199]. Olkoon jatkossa &5 néilla painoilla laskettu pienimmén
nelidsumman estimaatti ja duqs painoilla w; = w] wf laskettu pienimmén ne-
liGsumman estimaatti.

Pareto-jakauman soveltuvuutta on siis mahdollista alustavasti tutkia ns. log-
log-kuvaajan avulla, eli piirtdméalla edelld méaritelty pistejoukko (z;,y;) koordi-
naatistoon (kuva 3). Jos aineisto noudattaa tiydellisesti Pareto-jakaumaa, tu-
loksena on suora. Késilld olevan aineiston tapauksessa néin ei ole, mutta sovitus
paranee jattdmalla huomiotta kuvassa oikealla olevia pienen severiteetin havain-
toja. Ratkaisu on luonteva, silla kiinnostus kohdistuu juuri suuriin vahinkoihin.
Varjopuolena estimaattien & ja \ varianssit kasvavat.

Valitsemalla nimittijiksi n + 1 varmistetaan, ettd logaritmi on maédritelty. Lihde [11,

(i 1{szZi}> -0,3

s. 195] kilyttéii korjausta F'(z;) = o

10



Kuva 3: Empiirinen kertymé severiteetin funktiona, molemmissa logaritminen
asteikko.

Toinen tapa tutkia sovituksen laatua on ns. Hillin kuvaaja [5, mukaillen ss. 216—
221]: estimoidaan parametri o vuorotellen eri alarajan c arvoilla rajatusta aineis-
tosta. Tavoitteena on 16ytédé alue, jolla saadut estimaatit asettuvat vaakasuo-
ralle. Téll6in estimaatti on robusti alarajan ¢ valinnan suhteen, kuten Pareto-
jakaumassa kuuluu. Kuvaaja havainnollistaa myos eri estimaattien eroja — pie-
nimmaéan neliGsumman estimaatit sailyvat suurimman uskottavuuden estimaat-
teja pidempéaédn robusteina aineistoa rajattaessa.

3.0 3.5 4.0
c x10°

[
=
[
ot

Kuva 4: Mukailtu Hillin kuvaaja: eri parametriestimaatit alarajan c¢ arvoille.

Hillin kuvaajan perusteella ¢ = 2 850 000 on sopiva valinta alarajaksi. Talloin
havaintoja jaé jéljelle 78 kappaletta. Talloin myos véltytdéan leikkautumisongel-
malta parametrii \ estimoitaessa.! Valitaan simulaation ns. perustapauksen
parametriarvoksi &y, = 4,4 ja sen keskihajonnaksi painotetun pienimmén ne-

LOngelma olisi mahdollista kiertéd estimoimalla A summana eri kokoluokan vahinkojen
intensiteetteja.
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lidGsumman sovituksen tuottama parametrin keskivirhe oo = 0,17.1 Sovituksen
laatua voi arvioida paitsi silmémé&édréisesti kuvan 5 perusteella myos vaikka-
pa Kolmogorov-Smirnov-testilld, joka antaa testisuureeksi 0,0637. Otoskoolla
n = 78 tdma vastaa p-arvoa 0,913, eli testi ei puolla lainkaan jakaumaoletuksen
hylkaamista.

1.0 h
0.81 i@ |

- &
E“ 0.6 1 2
049 =

=
0.2 1 e

sovite
®  empiirinen
0.0 P 1
0 2 4 6 8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 L0
Severiteetti % 10° Teoreettinen kertyma

Kuva 5: Empiirinen ja teoreettinen jakauma ja kvantiili-kvantiili-kuvaaja.

Sovitettaessa vaihtoehtoisena jakaumana samaan leikattuun aineistoon negatii-
vinen binomijakauma Kolmogorov-Smirnov-testin testisuure saa merkittavisti
suuremman arvon 0,1302, mika puoltaa Pareto-jakauman valintaa.

9.2 Parametri \

Merkitdan A = E[L]. Yleisesti Poisson-jakauman parametrin A suurimman us-
kottavuuden estimaatti on

K;

-

1
n

N %
>\mle =

Taman pohjalta on suoraviivaista muodostaa havaintojen yksilolliset painot huo-
mioiva estimaatti (vrt. yhtélo 9.1):

)\twmle -

Estimoidaan edelld rajatusta yli 2 850 000 euron vahinkojen aineistosta perus-
tapauksen parametriarvoksi thmle = 3,2 kdyttdmélld painoja w!. Kaytetdin
perustapauksen keskihajontana arvoa o) = 1,4, joka saadaan yhtélon 7.2 perus-
teella vuosittaisen lukuméériaineiston aikapainotetusta varianssista 6% = 5,2.

9.3 Estimaattien herkkyys aineiston muutoksille

Taulukkoon 3 on koottu edelld esitetyt estimaatit eri tavoin muokatuille aineis-
toille. Tarkasteluissa vahinkoja on lisdtty tuoreimmalle sattumisvuodelle. Havai-
taan, ettd parametrin a estimaatti on herkké yksittéisille suurille vahingoille.

1Kyseessd on Statsmodels-kirjaston robusti kovarianssityypin HC3 sovitus, joka sallii ai-
neiston heteroskedastisuuden.
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Muutos A oy o« o

- 32 1,7 44 0,17

Poistetaan suurin vahinko 3,2 16 4,6 0,09
Poistetaan kaksi suurinta vahinkoa 3,1 1,7 45 0,08
Lisatdan 10 000 000 euron vahinko 3,3 16 3,7 037
Lisatdaan kaksi 10 000 000 euron vahinkoa 3,4 1,5 3,4 0,28
Lisatdaan 20 000 000 euron vahinko 33 16 25 1,6

Lisatdan kaksi 20 000 000 euron vahinkoa 3,4 1,6 2,2 0,27

Taulukko 2: Estimaatit muunnelluille aineistoille

9.4 Korvausmenon jaksotus yli ajan

Aineiston vahingoille on mahdollista laskea odotettu maturiteetti
;1
E :tobs *ti“i’ LCZ/B + §J7
missé t,ps On aineiston tarkasteluvuosi, ¢t; vahingon ¢ sattumisvuosi, C; vahingon

odotettu jiljelld oleva korvaussumma ja B* vuosittainen korvaussumma.

Till6in hetken ¢ kertaerd on Bf = Z; —T; B®. Kéytetdin simulaatiossa suureelle
n

> Zi
=1

Vastaavasti kaytetdan simulaatiossa maturiteetille mallia

biy = B /Z; vakioarvoa by =

~ 0,084.

T, =u+vZ; +¢,

missi € ~ N(0, 02). Sovittamalla koko aineistoon lineaarinen malli saadaan arvot
1 ~ 36,99, v =~ 0,000 002 52 ja sovitteen keskinelidvirheen neliGjuurena 6. =~
11,08.

10 Simulaatiomalli

Lyhyt esitys Monte Carlo -menetelmésté 16ytyy ldhteestd [12]. Ydinajatuksena
on ratkaista deterministinen ongelma stokastisin menetelmin, siis kdytannos-
sa generoimalla tutkittavasta mallista riittdva méaard satunnaisia realisaatioita,
joiden perusteella voidaan luotettavasti arvioida lopputulosten jakaumaa. Téssé
tyosséd kaytetyn simulaation rakenne on esitetty kuvassa 6. Varsinainen Python-
kielelld toteutettu laskenta on liitteenA.
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Generoi realisaatiot i = 1,...,N:

’ Generoi lambda;j Generoi vahinkojen lukumaaréa kj Poisson(lambda)-

jakaumasta L jakaumasta

Toista kj kertaa:

Kéay lapi omavastuurajan M arvot valilla

Generoi alfajj jakaumasta A
’ ijJ ‘ [Mmin,Mmax]

l

Generoi severiteetti .
Zj Pareto(alfajj, c)-jakaumasta nykyarvot Z;° ja Z;)V omavastuurajalla M ja
l korolla r
Generoi severiteetin perusteella l
kesto Ty jakaumasta W

Laske ensi- ja jélleenvakuuttajan osuuksien

Paivita (M,r)-kohtaisia summia
l Xi%=21% + ... 2OV
ja Xj=Z1 + ... Zx

Jaksota korvausmeno vuosille
0,.. .,TJ'

i l

Estimoi Estimoi
VaRgg,5[X°™M|M,r] VaRgg 5[X|M,r]

’ ‘ Maérité suureen V(M,r) jakaumaluvut

Kuva 6: Kaavio simulaatiosta.

11 Tulokset

Tasséd kappaleessa esitelladn ensin tuloksen muodostuminen yksityiskohtaisesti
ns. perusskenaariolle. Tdmén jilkeen tutkitaan tuloksen herkkyytté eri lahtoar-
vojen muutoksille.

11.1 Tuloksen muodostuminen

Perusskenaarion simuloimiseksi kiytetdin seuraavia arvoja ja priorijakaumia:

e A=32 e 0, =0,17 e v =0,000 002 52
e o\=17 e A: gammajakauma e 0. =11,98

e [L: gammajakauma e ¢ =2 850000 e ¢=0,06

e« p=0,1 e by = 0,084 e« 7 =0,025

e =44 e u=36,99

Generoidaan simulaatiossa 100 000 kappaletta realisaatioita. Perusskenaarion
vahinkolukumaéérien, maturiteettien ja nimellisarvoisten severiteettien ja kor-
vausmenojen jakaumat on esitetty kuvassa 7.
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2 3 4 5 6 40 60
Vahinkolukumaéra Maturiteetti

Prosenttiosuus

5 000 000 10 DDE) 000
Korvausmeno

2000 000 4 000 000 6 000 000 0
Severiteetti

Kuva 7: Simuloidut vahinkolukuméérat, maturiteetit, severiteetit ja korvausme-

not keskiarvoineen.

Diskonttauksen vaikutus eli perusskenaarion duraatioiden, severiteettien ja kor-
vausmenojen nykyarvojen jakaumat on esitetty kuvassa 8.

30 A 25 4
25 1 o0 | G0
2]
= 20 [2 301 000] (736 000
i 151
= 40
215 1
é 10 A
B10
20
" 51
5
0 0- 0
0 10 20 2 000 000 4 000 000 0 5 000 000 10 000 000
Duraatio Severiteetti Korvausmeno

Kuva 8: Simuloitujen vahinkojen duraatiot ja severiteettien ja korvausmenojen
nykyarvot keskiarvoineen.

Perusskenaarion jilleenvakuutuksen arvoon vaikuttavat komponentit eri oma-
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pidétysrajoilla on esitetty kuvassa 9.

2 000 000 4 — X
)Z'm'
—— gVaRogs(X)
1 500 000 —— VaRggus(X™)

= 1 000 000

500 000 4

0

3 000 000 5 000 000 7 000 000
Omapidatysraja

Kuva 9: Jilleenvakuutussopimuksen arvon komponentit eri omapidéatysrajoilla.
Korvausmenotermeille on esitetty keskiarvot ja 67 % vaihteluvélit.

Kuvan 9 tiedot yhdistdmalld saadaan kuvassa 10 esitetty perusskenaarion jal-
leenvakuutussopimuksen arvon jakauma eri omapidéatysrajoilla.

67 % vaihteluvali
95 % vaihteluvali
800 000 -
< 600 000 1
=
= 400 000 A
=
= 200 000
O 4
3 000 000 5 000 000 7 000 000

Omapidatysraja

Kuva 10: Jalleenvakuutussopimuksen arvo eri omapidétysrajoilla.

Perusskenaarion voimaanpalautuskertoimen Zkf)p jakauma eri omapidéatysra-
joilla on esitetty kuvassa 11.
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Kuva 11: Voimaanpalautuskertoimen arvo eri omapidéatysrajoilla.

Kuvassa 12 on esitetty eri omapidéatysrajoilla todennékéisyys sille, ettd oma-
pidatysraja ylittyy ja jédlleenvakuuttajan osuuden jakauma silla ehdolla, etta

omapidéatysraja on ylittynyt.

2 000 000
1750 000 1y
L, 1500000 4 \
1 250 000 A

= \
= 1 000 000 N

an osuus

750 000 4 N,

Jélleenvakuutta
’

500000 A >~

250 000 4

e

r0.25
67 % vaihteluvali
95 % vaihteluvil

(.20

r0.15

.10

Ylitvksen todennékdisyys

-~ F0.05

3 000 000

I . F().00
5 000 000 7 000 000
Omapidétysraja

Kuva 12: Omapidéatysrajan rikkoutumisen todennikéisyys ja jalleenvakuuttajan

osuuden ehdollinen jakauma.

11.2 Herkkyystarkasteluja

Tamén kappaleen herkkyystarkasteluissa varioidaan simulaation ldhtotietoja
vksi kerrallaan. Muut tiedot ovat kohdan 11.1 mukaisia, mikéli ei toisin mainita.

Kuvassa 13 on esitetty jélleenvakuutuksen arvon keskiarvot eri diskonttokoron
r arvoilla. Koska korvausten maturiteetit ovat tyypillisesti kymmeniéd vuosia
ja koska jalleenvakuuttaja maksaa osuutensa ensivakuuttajan osuuden jalkeen,
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sopimuksen arvo on herkké kiytetylle korolle.

400 000 4

300 000 4

200 000 4

Jalleenvakuutussopimuksen arvo

100 000 4

04

3 000 000 5 000 000 7 000 000
Omapiditysraja

Kuva 13: Sopimuksen odotettu arvo eri diskonttokoroilla ja omapidéatysrajoilla.

Taulukkoon 3 on koottu esimerkinomaisesti sopimuksen arvon odotusarvoja ja
odotusarvon komponentteja eri tavoin muunnelluilla simulaation parametriar-
voilla ja jakaumavalinnoilla. Omapidéatysrajana on kéytetty viittd miljoonaa eu-
roa. Esimerkiksi odotusarvomielessd muutos on minimaalinen, kun priorijakau-
mia A ja L vaihdetaan gammajakaumasta normaalijakaumaan. Parametriar-
vojen muutokset vaikuttavat odotusarvon komponentteihin odotetuilla tavoilla,
mutta yhteisvaikutukset eivit aina ole intuitiivisia.
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Muutos E[V] E[X] E[X]  VaRgges [X] VaRoges [X]

A: gamma 40 000 729 000 716 000 5 657 000 5 214 000
A: normaali 40 000 727 000 714 000 5 601 000 5 139 000
L: gamma 40 000 729 000 716 000 5 657 000 5 214 000
L: normaali 39 000 727 000 714 000 5 519 000 5074 000
a=3.6 79 000 771 000 745 000 6 342 000 5 456 000
a=4.0 56 000 747 000 729 000 5 966 000 5 333 000
a=44 40 000 729 000 716 000 5 657 000 5 214 000
a=438 27 000 713 000 704 000 5 394 000 5 096 000
oa=>5.2 19 000 701 000 695 000 5 200 000 4 986 000
A=16 40 000 364 000 357 000 4 442 000 3 886 000
A=24 37000 545 000 536 000 5 096 000 4 638 000
A=32 40 000 729 000 716 000 5 657 000 5 214 000
A=40 46 000 914 000 897 000 6 372 000 5 898 000
A=4.8 42 000 1092000 1072000 6 810 000 6 441 000
oo = 0.07 39 000 728 000 716 000 5 636 000 5 205 000
0o =0.12 42 000 728 000 716 000 5 644 000 5 155 000
oo = 0.17 40 000 729 000 716 000 5 657 000 5 214 000
oq = 0.22 43 000 729 000 716 000 5 670 000 5 163 000
oa = 0.27 45 000 729 000 716 000 5 691 000 5 161 000
ox=0.7 43 000 730 000 717 000 5 455 000 4 963 000
ox=12 40 000 728 000 716 000 5 460 000 5 004 000
ox= 17 40 000 729 000 716 000 5 657 000 5 214 000
oy=22 38 000 729 000 717 000 5 837 000 5 418 000
ox=29 37000 736 000 723 000 6 367 000 5 973 000

Taulukko 3: Sopimuksen arvon odotusarvoja ja odotusarvon komponentteja pe-
russkenaarion muunnelmille.

12 Yhteenveto

Tyon tavoitteena oli kehittaéd malli sen arvioimiseksi, millaisen taloudellisen hyo-
dyn ensivakuuttaja saa jilleenvakuutussopimuksesta. Tarkastelu rajattiin laki-
sddteisen tapaturmavakuutuksen Excess of loss -jdlleenvakuutukseen. Tydssé
kéytetty simulaatiomalli rakentui malleista vahinkojen lukumé&érélle, yksittai-
sen vahingon suuruudelle ja korvausmenon jaksotukselle yli ajan. Mallien para-
metrit estimoitiin vuodet 2000-2019 kattavasta suurvahinkoaineistosta.

Simulaatio tuotti eri omapidétysrajoille ensivakuuttajan vuosittaisen kokonais-
korvausmenon nykyarvon jakaumat, joiden perusteella saatiin jélleenvakuutus-
sopimuksen arvon jakaumat. Arvostuksessa huomioitiin korvausmenon lisdksi
sidotun padoman kustannus. Edelleen tutkittiin mallin herkkyytta parametrien
ja kéytettyjen jakaumien muutoksille. Merkittavin havainto oli, ettd jalleen-
vakuutussopimuksen arvo pieneni merkittavasti, kun kaytetty diskonttokorko
kasvoi. Tamé johtuu siitd, ettd jalleenvakuuttajan osuus korvauksista sijoittuu
ajallisesti ensivakuuttajan osuuden jilkeen — tyypillisessd eldketilanteessa jopa
vuosikymmenten paddhédn vahingon sattumishetkesté. Sen sijaan malli osoittau-
tui robustiksi tutkituille jakaumavaihtoehdoille.

Eri vakuutuslajien tai jalleenvakuutusjarjestelyiden tarkastelut onnistuisivat
tyossé kaytetylld mallinnustavalla suoraviivaisesti. Mallia voisi kehittda edelleen
ainakin kahdella tavalla: ensinnékin korvausmenon jaksotuksen yli ajan voisi
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toteuttaa henkivakuutustekniikalla generoimalla ensin yksittdisen korvaussuo-
rituksen suuruuden ja sitten simuloimalla korvauksensaajan elinkaarta. Tadmé&
edellyttaisi lukuméara-, ikd- ja sukupuolitietoja korvauksensaajista, mutta tar-
kentaisi tuloksia ja mahdollistaisi esimerkiksi kuolevuusmuutosten vaikutuksen
tutkimisen. Toiseksi ainakin suuremman vakuutusyhtién olisi mahdollista mal-
lintaa oman datansa perusteella sekd vahinkotiheyttd ettd korvausmenoa toi-
mialakohtaisesti, jolloin arvioissa voisi huomioida erot oman kannan ja koko
maan kattavan aineiston vélilla. Lisdksi olisi mahdollista kehittdéd simulaatiota
niin, etta algoritmi keskittyisi iteratiivisesti jakauman hantéan, jolloin pddoma-
kustannuksen laskennassa kéytetty VaRg gg5-riskimitta tarkentuisi ilman simu-
laatiokierrosten lukumaéran kohtuutonta lisdysta.
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Liite: Ohjelmakoodi

Ohjelmakoodi on testattu toimivaksi Python-kielen versiolla 3.10.9. Erikseen
versioituvista kirjastoista on kéytetty seuraavia: scipy 1.10.0, numpy 1.23.5 ja
pandas 1.5.3.

import scipy.stats as scs
import numpy as np

import math

import pandas as pd
import warnings

import random

#PARETO - alpha on muotoparametri, c skaalaparametri (alaraja)

# odotusarvo
def mean_pareto(alpha, c):
return alpha*c/(alpha-1)

# tiheys
def pdf_pareto(alpha,c,x):
if x > c:
p = alphaxc#**alpha/x**(alphat+1)
else:
p=20
return p

# kertyma
def cdf_pareto(alpha,c,x):
if x > c:
s = 1 - (c¢/x)**alpha
else:
s =0
return s

#tiheys wvektorille arvoja
def pdf_pareto_vector(alpha, c, v):
u = v.copy(Q)
for index, item in enumerate(v):
ulindex] = pdf_pareto(alpha, c, item)
return u

# kertymd vektorille arvoja
def cdf_pareto_vector(alpha,c,v):
u = v.copy(Q)
for index, item in enumerate(v):
ulindex] = cdf_pareto(alpha, c, item)
return u

# kertymdafunktion kddnteisfunktio

def inverse_cdf_pareto(alpha,c,u):
t = ¢/((1-w)*+*(1/alpha))
return t
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#otos
def pareto_sample(alpha,c,n):
v = np.empty(n)
r = np.random.random(n)
for index, item in enumerate(r):
p = inverse_cdf_pareto(alpha,c,item)
v[index] = p
return v

#yksittainen satunnaisluku

def rand_pareto(alpha, c):
r = np.random.random()
p = inverse_cdf_pareto(alpha,c,r)
return p

#suurimman uskottavuuden estimaatti
def mle_pareto_alpha(sarake,c):
1lkm = len(sarake)
alpha = lkm/sum(np.log(sarake/c))
return alpha

#POISSON - lam on intensiteetti (odotusarvo)

# tiheys

def pdf_poisson(n, lam):
p = np.exp(-lam)*lam**n/np.math.factorial(n)
return p

# kertymd
def cdf_poisson(m, lam):
p = np.exp(-lam)

s =P

for n in range(l,m+1):
p = p*lam/n
s =s+p

return s

# kertymdfunktion kdantetsfunktio
def inverse_cdf_poisson(lam, cdf_value):

n=20
p = np.exp(-lam)
s =p

while True:
if s > cdf_value:
break
else:

n+1
p*lam/n
s +p

n v B
]

if n ==
return n
else:
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return n-1

#satunnaisluku

def rand_poisson(lam):
n=20
p = np.exp(-lam)
5 =Pp
u = random.random()
while u > s:

n = n+l

p = pxlam/n

s =8 +0p
return n

#gammajakauman parametrien yhteydet
def gamma_params(mean, var):
shape = mean**2/var #nyrhisen r
rate = mean/var #nyrhisen alfa
scale = var/mean #1/rate
return {’shape’: shape, ’scale’: scale, ’rate’: rate}

#VaR - jarjestdd datan pienimmdstd suurimpaan ja palauttaa arvony
— jakauman kohdasta perc
def value_at_risk(data, perc=0.995):

s = data.sort_values() .reset_index(drop=True)

index = min(round(len(s)*perc), len(s)-1)

value = s[index]

return value

#pyoristys
def myround(x, base=1):
return base * round(x/base)

# jaksotus kassavirrakst
def kassavirta(sev, W=’linear’, u_const=30, b0=0.084, u=36.99,,
—v=0.00000252, sigma_eps=11.98):
if W==’linear’:
T = myround(min(120,max(1, u + v*sev + np.random.
—normal (0, sigma_eps))))
elif W==’constant’:
T = myround(u_const)
B = myround((1-b0)*sev/T)
BO = sev - Bx*T
return {’Z’: sev, ’T’: T, ’BO’: BO, ’B’: B}

# jako ensi—- ja jalleenvakuuttajan osuuksiin
def kassavirta_split(kassavirta, M, Mjj=75000000) :
kassavirta_local = kassavirta.copy()
Z = kassavirta_local[’Z’]
T = kassavirta_local[’T’]
BO = kassavirta_local[’B0’]
B = kassavirta_local[’B’]
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if B > 0:
T_jv = max(0, min(T, math.ceil((M-B0)/B)))

#nollan suuruiset kassavirrat
else:

T_jv=T
#kaikkt ensivakuuttajan kontolla
if Z < M:

B_T_jv_ov =B

#jako ensi— ja jalleenvakuuttajille
else:
#jaetaan 1. maksuerd
if T_jv ==
B_T_jv_ov = M

#jaetaan myohempi erd
else:
B_T_jv_ov =M - BO - (T_jv-1)*B

kassavirta_local[’M’] M
kassavirta_local[’T_jv’] = T_jv
kassavirta_local[’B_T_jv_ov’] = B_T_jv_ov
return kassavirta_local

# kassavirran nykyarvo
def split_nykyarvo(split, r=0.025):
split_local = split.copy()
Z = split_local[’Z’]
T = split_local[’T’]
BO = split_local[’B0’]
B = split_local[’B’]
T_jv = split_local[’T_jv’]
B_T_jv_ov = split_local[’B_T_jv_ov’]

if r ==

pv_total = Z
else:

pv_total = BO + B/r*(1-1/(1+r)**T)
if T_jv ==

pv_ov = B_T_jv_ov

else:
if r ==

pv_ov = BO + B*(T_jv -1) + B_T_jv_ov
else:
pv_ov

o (1+r) **T_jv

BO + B/r*(1-1/(1+x)**(T_jv - 1)) + B_T_jv_ov/

split_local[’r’] = r
split_local[’pv_total’] = myround(pv_total, base=0.01)
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split_local[’pv_ov’] = myround(pv_ov, base=0.01)
return split_local

#lambdojen ja alfojen gemerointt
def parametrijakauma(mean, std, dist, n_sim):

min val = 0.1
if dist == ’normal’:
a = scs.norm.rvs(loc=mean, scale=std, size=n_sim,
—.random_state=None)
ala < min_val] = min_val
elif dist == ’gamma’:
gamma_params = gamma_params (mean, std**2)
shape = gamma_params[’shape’]
scale = gamma_params[’scale’]
a = scs.gamma.rvs(a=shape, loc=0, scale=scale,
—»size=n_sim, random_state=None)

ala < min_val] = min_val

elif dist == ’constant’:
a = mean*np.ones(n_sim)

return a

#funkttio voimaanpalautusmaksua varten
def f_k_vp(Z, m, Mjj):

with warnings.catch_warnings(record=True) as w:

if m < Mjj:
try:
k_vp = (min(Z, Mjj)-min(Z, m))/(Mjj - m)
except:
k_vp =0
else:
kvp =0

if len(w) > O:
print(Z, m, k_vp)
return k_vp

#nykyarvo
def nykyarvo(Z, r, T, BO, B):
if r ==
pv_total = Z
else:
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pv_total = BO + B/r*(1-1/(1+r)**T)
return pv_total

#duraatio
def duraatio(Z, r, T, BO, B):

if math.isnan(T):
return math.nan

else:
pv_total = nykyarvo(Z, r, T, BO, B)

s =0
for i in range(int(T)):
t=1+1

q = t*B/((1+r)**t)
s=s+q

if pv_total ==
return math.nan
else:
return s/pv_total

# monte carlo
def mc(p, lam, sigma_lam, L, c, alfa, sigma_alfa, A, n_sim,
—m_values, r_values, debug=False, Mjj=75000000, W=’linear’,
—u_const = 30, b0=0.084, u=36.99, v = 0.00000252, sigma_eps =
-11.98):

1 = pxparametrijakauma(lam, sigma_lam, L, n_sim)

a = parametrijakauma(alfa, sigma_alfa, A, n_sim)

# suorituskykysyista aggregointt ilman pandas-kirjastoa
mr_agg n_sim = []

mr_agg m = []
mr_agg r = []
mr_agg_z = []

mr_agg_pv_total = []
mr_agg_pv_ov = []
mr_agg_k_vp = []

m_scale = len(m_values)
r_scale = len(r_values)

debug_pool = []
cc_pool = []

for i in range(n_sim):
index_step = m_scale*r_scale

# indeksi simulaatiokierroksen enstimmdaiseen ruutuun
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if i ==
i_agg base = 0

i_agg = i_agg_base*index_step

_lam = 1[i]
_alfa = a[il

claim_count = rand_poisson(_lam)
cc_pool.append(claim_count)

severities = pareto_sample(_alfa, c, claim_count)
severities[severities>Mjjl = Mjj

if claim_count ==
severities = [0]

# yksittdinen vahinko
for j, sev in enumerate(severities):

#vahinko kassavirraksi
kv = kassavirta(sev, W, u_const, b0, u, v, sigma_eps)

#severiteetti debug -tauluun:
if debug:
debug_pool.append({’n_sim’: i, ’claim_count’:
—claim_count, ’j’: j, ’Z’: sev, ’T’: kv[’T’], ’BO’: kv[’B0’],
~’B’: kv[’B’1})

# kdsittely ert katkaisurajoilla
for i_m, m in enumerate(m_values):

#indekst m-kierroksen ensimmdiseen ruutuun
i_agg m = i_agg + i_m*r_scale

# kassavirta ensi- ja jdlleenvakuuttajille
split = kassavirta_split(kv, m)

# voimaanpalautusmaksukerroin
k_vp = f_k_vp(sev, m, Mjj)
split[’k_vp’] = k_vp

# kdsittely eri korotille
for i_r, r in enumerate(r_values):

#indekst r-kierroksen mukaiseen ruuuun
i_agg mr = i_agg m + i_r

#nykyarvon laskenta
nykyarvo = split_nykyarvo(split, r)
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pv_total = nykyarvo[’pv_total’]
pv_ov = nykyarvo[’pv_ov’]

# aggregoinnit yli vahinkojen (n_sim, m, 7))
——tasolle
if § ==
mr_agg n_sim.append (i)
mr_agg_m.append (m)
mr_agg_r.append(r)

mr_agg_z.append(sev)
mr_agg_pv_total.append(pv_total)
mr_agg_pv_ov.append (pv_ov)
mr_agg_k_vp.append (k_vp)

else:
mr_agg_z[i_agg mr] += sev
mr_agg_pv_total[i_agg mr] += pv_total
mr_agg_pv_ov[i_agg mr] += pv_ov
mr_agg _k_vpli_agg mr] += k_vp

if claim_count > O:
i_agg_base +=1

#aggregaatit

agg = {
’n_sim’: mr_agg_n_sim,
‘m’: mr_agg m,
’r’: mr_agg._r,
’X’: mr_agg_z,
’pv_X’: mr_agg_pv_total,
’pv_X_ov’: mr_agg_pv_ov,
’k_vp’: mr_agg_k_vp

by

agg_df = pd.DataFrame (agg)

r = {’agg_df’: agg_df}

if debug:
debug_df = pd.DataFrame (debug_pool)
r[’debug_df’] = debug_df
r[’cc_pool’] = cc_pool

return r

#arvon komponentit
def add_vals(df, g=0.06):

g = df .groupby([’m’, ’r’])

df [’VaR995_pv_X_ov’] = gl[’pv_X_ov’].transform(lambda x:
—value_at_risk(x, perc=0.995))

df [’VaR995_pv_X’] = gl[’pv_X’].transform(lambda x:,
—value_at_risk(x, perc=0.995))
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df [’delta_pv’] = df[’pv_X’] - df [’pv_X_ov’]

df [’delta_VaR’] = df[’VaR995_pv_X’] - df[’VaR995_pv_X_ov’]
df [’V’] = df[’delta_pv’] + g*df[’delta_VaR’]

df[’cc’] = q*df [’VaR995_pv_X’]

df [’cc_ov’] = g*df [’VaR995_pv_X_ov’]

return df
#ldhtéarvot

#poisson

lam = 3.2
sigma_lam = 1.7
L = ’gamma’

#markkinaosuus
p=0.1

#pareto

alfa = 4.4
sigma_alfa = 0.17
¢ = 2850000

A = ’gamma’

#jaksotus yli ajan
b0 = 0.084

u = 36.99

v = 0.00000252
sigma_eps = 11.98
W = ’linear’

#pddoman kustannus
q = 0.06

#toistojen lkm simulaatiossa
n_sim = 100000

#omapidatysrajat

m_values = [30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 80, 100, 120, 160, 200]
m_values = [x * 100000 for x in m_values]

#korko

r_values = [0.025]

#Perusskenaario

e = mc(p, lam, sigma_lam, L, c, alfa, sigma_alfa, A, n_sim,
—.m_values, r_values)

f=e[’agg_df’]

h = add_vals(f)
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